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Henri L�eon Lebesgue esitti vuonna 1910 hyvin tunnetun teoriansa Lebesguen pisteist�a.
Olkoon funktio f 2 L1(Rn) ja jono avoimia x-keskisi�a kuulia, B(x; rk) � R

n, siten ett�a
rk ! 0. T�all�oin melkein kaikilla x 2 Rn p�atee
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B(x;rk)

f(y) dy = f(x):

T�arke�a kysymys on, voimmeko k�aytt�a�a avoimien x-keskisten kuulien sijasta muita joukkoja.
Vuonna 1927 Harald Bohr ja Constantin Carath�edory osoittivat, ett�a tason R2 suorakaiteet
k�aytt�aytyv�at paljon huonommin kuin tason neli�ot tai ympyr�at. Stanislaw Saks (1933) osoitti,
ett�a jos f on mitallisen joukon karakteristinen funktio, niin kuulat voidaan korvata kuutioil-
la. Antoni Zygmund (1934) osoitti, ett�a t�am�a p�atee kaikilla f 2 Lp(Rn); 1 < p � 1 ja
vuotta my�ohemmin B�rge Jessenin ja J�osef Marcinkiewiczin kanssa, ett�a t�am�a p�atee my�os
kaikilla f 2 L(1 + log+L)n�1(Rn). Johon Saks esitti mitallisen funktion g 2 M(Rn), jolle
t�am�a ei p�ade, jos kuulat korvataan kuutioilla. Eli yleisess�a tapauksessa kuulia ei voi vaihtaa
kuutioiksi, vaikka funktion karakteristinen funktio olisikin mitallinen.
My�os tapaukseen f 2 L1(Rn) liittyy mielenkiintoisia kysymyksi�a: voiko kuulien ja kuu-

tioiden tilalla k�aytt�a�a jotakin muuta kokoelmaa, pit�a�ak�o kiinnitetyn pisteen x olla joukon
keskipiste, voiko joukko olla ep�akonveksi tai jopa ep�ayhten�ainen?
T�ass�a ty�oss�a tutkimme n�ait�a kysymyksi�a ja todistamme muun muassa, ett�a kysymys 'dif-

ferentioiko kanta funktioavaruuden L1(Rn)' on ekvivalentti kysymyksen 'toteuttaako kannan
maksimaalioperaattori heikon tyypin estimaatin (1; 1)' kanssa, kunhan kanta on riitt�av�an
siisti.
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